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RESUMO: Esse artigo apresenta uma proposta de ensino das equacbes de segundo grau, a ser
apresentada a partir do final do ensino fundamental, sugerindo a abordagem da generalizagdo de férmulas
matematicas utilizadas no periodo escolar. Para tanto, consultamos a Base Nacional Comum Curricular
(BNCC), que é o documento que norteia o ensino da matematica no Brasil, constatando que 0 mesmo reitera
a relevancia do tema. Do mesmo modo, consultamos a literatura referente & Educacao Matematica para
fundamentar a proposta sobre o ensino da algebra na pratica escolar. Abordamos ainda aspectos histéricos
gue de fato foram imprescindiveis para o desenvolvimento desse tema, uma vez que utilizamos a técnica de
completar quadrados, empregada desde o século Xll por Bhaskara, para resolver situa¢des problemas. O
método de completar quadrados se constitui como uma técnica indispenséavel para obter a generalizagdo da
férmula resolutiva de equacgdes de segundo grau. Na sequéncia relacionamos as equacdes de segundo grau
com certas representacbes geométricas, a fim de explanar a técnica do completamento de quadrados.
Concluimos com sugest@es de situacdes problemas que abordam o tema.
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ABSTRACT : This article presents a proposal for teaching high school equations, to be presented from the
end of elementary school onwards, suggesting the approach of generalizing mathematical formulas used in
the school period. To do so, we consulted the Common National Curriculum Base (BNCC), which is the
document that guides the teaching of mathematics in Brazil, noting that it reiterates the relevance of the topic.
Likewise, we consulted the literature on Mathematics Education to support the proposal on the teaching of
algebra in school practice. We also approach historical aspects that were in fact essential for the development
of this theme, since we used the technique of completing squares, used since the 12th century by Bhaskara,
to solve problem situations. The method of completing squares is an indispensable technique to obtain the
generalization of the solving formula of second degree equations. Next, we relate the quadratic equations with
certain geometric representations, in order to explain the square completion technique. We conclude with
suggestions of problem situations that address the topic.
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Introducao
Uma forma de apreciar o desenvolvimento da humanidade esta em acompanhar o

desenvolvimento de instrumentos matematicos: 0s numeros, as operacbes, as
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propriedades, as regras, os conceitos e definicdes, as féormulas e os teoremas, construtos
qgue se constituem em respostas a perguntas que vao se tornando mais abrangentes ao
longo do tempo. Este artigo toma como fundamento estas caracteristicas da matematica:
abrangéncia e generalidade, a fim de repensar um tépico bastante conhecido do ensino da
mesma.

A matematica € um processo da constru¢cdo humana. Em particular, a matematica
escolar deve expressar essa realidade, ser fundamentada em conceitos, regras, definicoes
e generalizacbes que posteriormente serdo empregadas em situacdes problemas

elementares da vida social.

As aplicacdes constituem a principal razdo pela qual o ensino da Matematica € tao
difundido e necessario, desde os primérdios da civilizagdo até os dias de hoje e
certamente cada vez mais no futuro. Como as entendemos, as aplicacbes do
conhecimento matemético incluem a resolucdo de problemas, essa arte intrigante
que, por meio de desafios, desenvolve a criatividade, nutre a auto-estima, estimula
a imaginagéo e recompensa o esfor¢co de aprender. (LIMA, 2007, p. 155)

Com a experiéncia de alguns anos de magistério, percebemos que as aulas de
matematica podem ser resumidas a manipulacdo numérica e algébrica, sem preocupacdes
em explorar os conceitos algébricos e geométricos que de fato promovem a compreensao
da esséncia do conteudo. Com isto, a rotina resume-se a aplicar técnicas resolutivas,
utilizando procedimentos e férmulas conectados tdo somente ao conjunto de exercicios da
subdivisao do curriculo que esteja em pauta.

Os fatores que podem contribuir para que essas ac¢des perdurem devem estar no
fato de que os materiais orientadores das praticas em sala de aula, o principal deles sendo
o livro didatico, ndo fazem referéncia a conceitos e generalizagcdes como deveriam, bem
como a contextualizacao que tanto se espera. Outra razdo pode ser que nos professores
ndo conhecemos os temas com a profundidade que deveriamos.

Neste artigo, propomos abordagens dos conceitos matematicos relacionados a
equacdo do segundo grau. Oferecer conexdes entre aspectos numéricos, algébricos e
geomeétricos com vistas a contribuir para a compreenséao deste topico particular, ressaltando
a interligacéo entre visdes como caracteristica essencial da matematica.

Com isso defendemos um ensino que contemple em sua pratica 0 uso de
demonstracdes algébricas das formulas que sdo empregadas nas atividades de sala de

aula, por entender que as demonstracdes envolvem conceitos importantes, que serao
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também ilustrados em situagdes problemas. Trata-se tornar manifesto que a matemética e

0s seus problemas se comunicam pelas ferramentas (matematicas) que os resolvem.

Acreditamos que as questdes relativas a apresentacdo da demonstracao formal de
um certo resultado em matematica sao importantes e devem ser introduzidas desde
a Educacéo Basica. Acreditamos que o estudante pode perceber que a Matematica
€ um conjunto bem organizado de resultados, e que uma demonstracao é a resposta
a um ‘por qué’, o que também traz aproximagdes, no nosso ponto de vista entre a
Matematica Académica e a Matematica Escolar. (MOSCA; CARVALHO;
CARVALHO, 2016, p. 328)

A proposta deste artigo € apresentar uma sistematizacdo do desenvolvimento em
linguagem algébrica da férmula de Bhaskara, que pode ser apresentado aos estudantes do
nivel fundamental. Com isto, esta sistematizacdo devera ter maiores possibilidades de ser
efetivamente usada na pratica escolar. Partindo da sintese do método resolutivo de

Bhaskara:

Completar o quadrado do primeiro membro para transformar o termo que contém a
quantidade desconhecida e seu quadrado em um quadrado perfeito. Diminuir o grau
da equacgédo extraindo a raiz quadrada dos dois membros, resolver a equacéo de
primeiro grau que dai resulta. (ROQUE; CARVALHO, 2012, p.196)

Apresentaremos situacdes problemas que envolvem a construcdo geométrica do
completamento de um quadrado. Embora o tema seja recorrente, essa proposta traz
consigo o desafio de uma nova abordagem, uma vez que tradicionalmente usa-se
diretamente a formula resolutiva para determinar as raizes.

Para compreender e realizar a generalizacéo, utilizamos o processo de completar
quadrados, técnica essencial que € utilizada para determinar as raizes da equacéo de grau
dois, apresentada e exploradas aqui e recomendada para que sejam utilizadas em sala de
aula.

Para o desenvolvimento desse artigo consultamos a BNCC, documento oficial que
normatiza os contetdos de matematica que devem ser contemplados na prética escolar,
sobre a relevancia do desenvolvimento algébrico das generalizacdes como proposta de
ensino. Do mesmo modo consultamos a literatura, na perspectiva da Educacdo Matemética,
para fundamentar os aspectos acerca do ensino da algebra na pratica escolar, bem como
0s aspectos histéricos que retratam a resolucédo de uma equacédo do segundo grau, por
meio da técnica de completar quadrados utilizada por Bhaskara.

Referendados por essa literatura passamos propriamente a abordagem do tema
equacdo do segundo grau, sendo apresentada no contexto algébrico e geomeétrico,

justamente para fazermos as relacdes e desenvolver as técnicas de completar quadrados,
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gue fundamenta uma deducédo da renomada férmula. Por fim deixamos como sugestfes de

aplicacao, situacdes problemas que abordam o tema.

A BNCC e o0 ensino da algebra

A Base Nacional Comum Curricular, BNCC, € o mais recente documento normativo,
gue regulamenta os niveis de aprendizagens essenciais da educacao basica no Brasil, que
todos os estudantes devem ter assegurados durante o periodo escolar, compreendendo a
educacdo infantil, o ensino fundamental e o ensino médio.

Esse documento foi elaborado, sob a coordenacéo do Ministério da Educagéo (MEC)
e teve a participacdo da comunidade escolar de todos os Estados, do Distrito Federal e dos
Municipios, onde cada profissional péde contribuir com seu parecer sobre os conteudos
que julgava ser adequado manter, ser suprimido ou ser trabalhado em outro ano/série.

Ele segue as determinagbes do Plano Nacional de Educacdo (PNE) e a Lei de
Diretrizes e Bases da Educacdo Nacional (LDB) que orienta para que os estudantes
recebam uma formacdao integral com vistas para o desenvolvimento do cidadédo e de uma

sociedade justa, democratica e inclusiva.

Este documento normativo aplica-se exclusivamente a educacgéo escolar, tal como
a define 0 § 1° do Artigo 1° da Lei de Diretrizes e Bases da Educagao Nacional (LDB,
Lei n®9.394/1996), e esta orientado pelos principios éticos, politicos e estéticos que
visam a formacdo humana integral e a construcdo de uma sociedade justa,
democratica e inclusiva, como fundamentado nas Diretrizes Curriculares Nacionais
da Educacdo Bésica. (BRASIL, 2018, p. 7)

A BNCC é uma referéncia nacional para a elaboracao dos curriculos e das propostas
pedagdgicas das redes, estaduais, do distrito federal e dos municipios, além de contribuir
com politicas e acdes para estabelecer normas referentes a formacao de professores, a
avaliacéo, a classificacdo de contetdos essenciais a serem trabalhados no ano/série e aos
investimentos necessarios a serem realizados para o desenvolvimento da educacao.

Partindo desse principio normativo, garantido constitucionalmente, a BNCC
fundamenta-se pedagogicamente em dois conceitos, o desenvolvimento de competéncias,
e 0 compromisso com uma educac¢ao com formagao integral.

O conceito de competéncias no trabalho pedagogico, consiste em organizar o
curriculo de forma a possibilitar o aluno a saber sobre os contetudos da grade, dominar as
técnicas de resolucdo de uma equacao, saber interpretar, representar algebricamente,

conhecer o conceito de incognita, estabelecer uma igualdade, expressar numeérica e
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algebricamente a situacdo proposta e usar um algoritmo para resolver a equacao.

No entanto isso ndo é tudo, € preciso aplicar esse conhecimento, € importante saber
fazer, saber aplicar o que foi apreendido, o aluno precisa conseguir transferir esse
conhecimento para situagfes que possibilitem de alguma forma utilizar essa teoria na

resolucao de problemas que podem se deparar.

Por meio da indicagédo clara do que os alunos devem “saber” (considerando a
constituicdo de conhecimentos, habilidades, atitudes e valores) e, sobretudo, do que
devem “saber fazer’ (considerando a mobilizacdo desses conhecimentos,
habilidades, atitudes e valores para resolver demandas complexas da vida
cotidiana, do pleno exercicio da cidadania e do mundo do trabalho). (BRASIL, 2018,
p. 13)

Contemplado os aspectos regulamentares e normativos, mas com foco no objeto
deste artigo, 0 uso de generaliza¢des no ensino da matematica, consultamos para verificar
se o0 tema é abordado pela BNCC, e se existe relevancia dele no processo de ensino e
aprendizagem da matematica no ensino fundamental e médio.

Constatamos que o ensino fundamental € dividido em cinco unidades tematicas:
Numeros, Algebra, Geometria, Grandezas e Medidas, Probabilidade e Estatistica, que
embora separadas, possam ser articuladas e conduzir os alunos a fazer relagdes entre o
conhecimento empirico que trazem, com o conhecimento cientifico sistematizado por
conceitos e propriedades, e utilizem esses conceitos e propriedades para resolver
problemas nos contextos de sua necessidade.

A unidade tematica Algebra tem como objetivo o desenvolvimento do pensamento e
da escrita algébrica, processo que leva o aluno a perceber uma regularidade em uma
sequéncia numérica e induz o mesmo a generaliza-la, por meio de uma representacao que
utiliza letras e simbolos no lugar de numeros, obtendo, um modelo genérico daquela
sequéncia.

Espera-se que ao final dessa etapa os alunos compreendam os significados de
varidveis numéricas nas expressoes algebricas e nas funcdes, o conceito de incognita nas
equacdes, e sejam capazes de resolvé-las. Além disto, tenham capacidade de reconhecer
a regularidade de uma sequéncia numeérica e a generalize.

A unidade tematica Geometria caracteriza-se por estudar a posi¢ao e deslocamento
no espaco, formas de figuras planas e espaciais, com a intengcdo de desenvolver o
pensamento geométrico do aluno, para futuras investigacdes de propriedades geométricas.

Para essa fase o estudo da Geometria a congruéncia e semelhanca de figuras planas,
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especialmente o triangulo com suas relacbes de medidas de angulos, que podem ser
utilizadas como introducdo para realizar generalizacdes, onde é possivel verificar que a
soma dos angulos internos de um triangulo € 180°, e essa generalizacéo é base para falar
dos demais poligonos.

Portanto a Geometria vai além de aplicar formulas para resolver exercicios, ela é um
campo que, em conjunto com a algebra, possibilita o desenvolvimento do raciocinio
abstrato, fazendo o estudo de questbes geométricas, e assim tendo condicbes de

desenvolver o conceito l6gico de uma generalizagao.

Assim, a Geometria ndo pode ficar reduzida a mera aplicacéo de formulas de célculo
de area e de volume nem a aplicagbes numéricas imediatas de teoremas sobre
relagBes de proporcionalidade em situagBes relativas a feixes de retas paralelas
cortadas por retas secantes ou do teorema de Pitagoras. (BRASIL, 2018, p. 272)

Com a unidade tematica Grandezas e Medidas, espera-se que 0s estudantes
reconhecam as medidas comprimento, area, volume e angulo em diferentes contextos,
resolvam problemas consolidando assim as expectativas da fase anterior e avancem.
“‘Nessa fase da escolaridade, os alunos devem determinar expressdes de calculo de areas
de quadrilateros, tridngulos e circulos, e as de volumes de prismas e de cilindros.” (BRASIL,
2018, p. 273)

Desse modo as unidades tematicas Algebra, Geometria e Grandezas e Medidas
reiteram que a generalizacao € tema relevante e precisa ser abordado sobretudo a partir
do final do ensino fundamental.

Com relacao ao Ensino Médio a BNCC também tem a abordagem seguindo o modelo
de competéncias, como descrito no Ensino Fundamental, com o propdsito de desenvolver
habilidades de investigacdo, de construcédo de modelos e de resolucdo de problemas. Para
alcancar essas habilidades, o fazer, o aluno precisa ter a competéncia, que é o saber
raciocinar, saber representar, saber comunicar, saber argumentar para que ao longo do

processo desenvolva o pensamento matematico cada vez mais elaborado.

Para tanto, eles devem mobilizar seu modo préprio de raciocinar, representar,
comunicar, argumentar e, com base em discussbes e validacBes conjuntas,
aprender conceitos e desenvolver representacdes e procedimentos cada vez mais
sofisticados. (BRASIL, 2018, p. 529)

A competéncia de raciocinar € desenvolvida pela interacdo entre os envolvidos em
sala de aula, ao investigar, explicar e justificar as solucbes apresentadas para 0s

problemas, com énfase nos processos de argumentagdo matematica (BRASIL, 2018).
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A competéncia de representar pressupde a elaboragdo de registros diante de um
objeto matematico (BRASIL, 2018).

A competéncia de comunicar € importante para que os estudantes desenvolvam a
capacidades de justificar suas conclusdes por meio de sustentagcéo oral, ndo somente por
meio de expressfes matematicas (BRASIL, 2018).

A competéncia de argumentar se apoia nas competéncias de raciocinar e
representar, pois pressupde a formulacdo e a verificacdo de conjecturas, com a
apresentacao de justificativa mateméatica (BRASIL, 2018).

Entre todas as competéncias a serem desenvolvidas, a BNCC sugere a investigacéo
de conceitos e propriedades matemaéticas, lancando mao de diferentes recursos como a
observacdo de padrBes, experimentacdes e a tecnologia, com o intuito de uma
demonstracdo formal das conjecturas envolvendo 0s conceitos e propriedades
investigadas. Essa competéncia estd voltada a capacidade de generalizacdo e
demonstracdo matematica, tendo portanto, relevancia para a formacédo dos estudantes,
pois permite compreender a matematica como uma ciéncia viva, apoiada em estudos,
interpretagdes, métodos, procedimentos e verificagdes.

Assim a BNCC torna explicito que o estudo e o desenvolvimento de generalizacédo
no processo de ensino da matematica, sobretudo ao final do ensino fundamental e durante
todo o ensino médio é relevante, pois consta como contetdo, portanto, € conhecimento que

deve ser disseminado em sala de aula.

O ensino da algebra na perspectiva da educagcdo matemaética

Pesquisamos outras fontes para conhecer o que autores ligados a Educacéo
Matematica discutem acerca da algebra e de seu ensino. Cabe advertir que a escolha dos
autores jamais teve a intencao de esgotar todas as visdes a respeito do assunto.

Pais (2013) traz reflexdes sobre as estruturas metodoldgicas praticadas em sala de
aula, confrontando a escola tecnicista com um modelo que coloca o aluno como centro do
processo de aprendizagem. No primeiro, o professor propde as situagbes problema e o
aluno as resolve fazendo uso de algoritmos e férmulas sem a sua devida compreenséo,
enquanto no segundo o professor é mediador das situa¢cdes propostas encaminhando-as
por meio da resolugéao de problemas.

Para o autor, mais importante do que usar os algoritmos e formulas sdo a
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compreensao do seu funcionamento, entender o conceito de seu desenvolvimento, de
como essa generalizacdo foi obtida, e explorar desta forma a matematica € uma
oportunidade de oferecer a nossos alunos a compreensao, rica algebricamente, que quase
sempre fica sem ser explorada.

Para esse fim, a metodologia empregada no processo de ensino deve oferecer
condi¢cBes para explorar a matematica indo além de se responder uma questédo, uma vez
gue em toda aula h&a a oportunidade para estimular o aluno a novos desafios, a argumentar,
a fazer articulagbes entre a teoria e pratica, destacando conceitos importantes da
matematica. Por outro lado, a escolha da metodologia pode levar a ndo exploracédo de
certos conhecimentos. Trata-se, portanto, de aproveitar o momento para expandir as
competéncias, ampliar a capacidade de compreensao de conceitos, algoritmos e modelos,

em vez de uséa-los repetidamente.

Em suma, entre os objetivos da educagdo matematica esta a intencdo de contribuir
no desenvolvimento da capacidade intelectual do aluno, expressa pelas
competéncias de formular hipéteses, fazer estimativas, realizar calculos mentais,
estabelecer relagdes, organizar e interpretar dados, resolver e propor problemas,
observar regularidades, generalizar ou particularizar afirmacdes, redigir textos,
entre outras. (PAIS, 2013, p. 33)

O autor também aborda a argumentacao no livro didatico, relatando que esta precisa
ser entendida como o processo de generalizacdo, deducbes matematicas que culminam
com a validacao de teoremas e férmulas. Sendo a argumentacdo matematica um processo
validado pela comunidade cientifica, muitas vezes esse método se distancia dos saberes
pertencentes a educacéao escolar, inclusive ndo estando contemplados no livro didatico. O
autor aponta que o desafio didatico € perceber, medir, a proximidade que as demonstracdes
e generalizacdes tém com o saber escolar.

Isso nao significa que todo o processo de escolarizacdo deva ser pautado pelo
raciocinio légico dedutivo das demonstracdes e generalizacdes, mas exclui-lo nesta fase
de aprendizado ndo se mostra honesto com um ensino que essencialmente deve ser

comprometido com a compreensao daquilo que esta sendo estudado.

Como existem conexdes e diferengas entre 0 saber escolar e cientifico, ndo se trata
de priorizar, no contexto escolar, a utilizacdo das demonstracdes tipicas de
argumentacfes ldgicas da matematica. A atitude extrema consiste em um engano
de mesma natureza, ou seja, excluir as demonstracdes do ensino seria negar uma
parte consideravel da especificidade desse saber escolar. (PAIS, 2013, p. 55)

Estudar e ensinar algebra se mostra um desafio, sobretudo em seu inicio quando a

simbologia é empregada para representar valores numeéricos. Para entender esse
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processo, e ter uma referéncia como alternativa de proposta de trabalho, destacamos os
estudos de Souza, Panossian e Cedro (2014), que fazem a abordagem do tema, partindo
do conceito de incognita, descrevendo a constru¢cdo que esse conceito teve ao longo da
histéria até chegar a simbologia que empregamos hoje.

Para os autores, umas das dificuldades encontradas no ensino da &lgebra é a de
gue os alunos tém de fazer a relacdo entre o simbolismo algébrico com o que ele
representa. Eles destacam as concepc¢des de algebra que pesquisadores como Usiskin
(1988;1995) (apud SOUZA, 2014) e Fiorentini, Miorim e Miguel (1993) (apud SOUZA, 2014)
puderam identificar por meio de pesquisa com professores e por meio de investigacéo
historica, que a algebra é entendida como uma linguagem, como método desenvolvedor do

pensamento e como recurso técnico para resolver problemas.

A andlise dessas concepc¢des nos permite entender que a &lgebra pode ser
compreendida tanto como uma linguagem quanto um mero conjunto de
procedimentos que valorizam ora o desenvolvimento do pensamento, ora a
compreensao da linguagem algébrica. (SOUZA; PANOSSIAN; CEDRO, 2014, p. 28)

Na década de 1980, diante das dificuldades apresentadas pelos estudantes com as
manipulacdes algébricas, tem inicio o desenvolvimento do ensino da algebra por meio da
generalizacao de padrdes, a fim de tornar o processo de aprendizado mais significativo.

A educacdo mateméatica defende a postura de oferecer um processo de ensino
pautado na compreensédo daquilo que esta sendo estudado.

Por exemplo, partindo de certo contexto vivenciado pelo educando envolvendo
nameros, medidas e figuras, tem-se um alicerce para que no decorrer da situacdo
problema, a medida que ele atinja um patamar de compreenséao, outros saberes possam
ser articulados ampliando seu entendimento dentro do que foi proposto. E com isso outros
conceitos matematicos, presentes na situacdo problema, possam ser desencadeados,
como por exemplo um algoritmo, uma generalizagdo ou uma demonstracao.

Desse modo, entendemos que a introducéo das demonstra¢des nos livros didaticos
a partir das séries finais do ensino fundamental pode garantir um aprendizado mais sélido,
em oposicdo aquele que é baseado na memorizacao de regras e formulas, uma vez que,
deste modo, o aluno ndo possuiria argumentos para explica-las.

As generalizacOes sao regularidades obtidas por meio da percepc¢éo logica de um
padrdo, como nas repeticdes ao longo de uma sequéncia numeérica, bem como com a

manipulacdo algébrica de uma equacgédo obtendo uma férmula que pode passar a ser
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utilizada para resolver uma categoria de problemas.

Por essa razao o professor precisa ter a sensibilidade de introduzir o tema de forma
mais concreta possivel, e pode dar inicio a esse desenvolvimento a partir do suporte
geomeétrico, preferencialmente contextualizado, que permite certa “materializagdo” de parte
do processo do desenvolvimento da generalizagcdo, aumentando com iSSoO a compreensao
da demonstragao proposta. “Assim sendo, compete ao professor diversificar as atividades.
Visto que um momento pedagdgico resulta da convergéncia de varios elementos, o
tratamento dessa variabilidade situa-se na esséncia do trabalho do professor.” (PAIS, 2013,
p. 146)

As provas por demonstragdes com representacfes geométricas possuem um certo
poder de convencimento, talvez em razdo da materialidade da prova, pois ela envolve o
sentido da vis&o, tornando os seus resultados mais aceitaveis.

A proposta de atividade em contexto real pode ser apresentada por meio da
metodologia de resolucdo de problemas, com o propdsito de construir o conhecimento
matematico alicercado em praticas onde o estudante € o agente principal do processo, pois
ele é por estas vias conduzido a pensar a matematica, o que, aliado as intervencdes
realizadas pelo professor, proporciona que ele absorva o conceito matematico proposto
naquele problema. As propostas para utilizar essa metodologia devem essencialmente ter
relevancia para quem sao dirigidos, uma vez que o fator que mobiliza, que desperta a
atencdo para um caso problematico é reconhecer que aquilo faz, ou pode vir a ser, parte
de sua realidade. “Resolugao de Problemas envolve aplicar a mateméatica ao mundo real,
atender a teoria e a pratica de ciéncias atuais e emergentes e resolver questdes que
ampliam as fronteiras das proprias ciéncias matematicas.” (BICUDO et al., 1999, p. 204)

Desta forma, o processo de aprendizagem ganha novo significado, pois ele
possibilita ao aluno construir os conceitos, técnicas e generaliza¢des, permitindo que tenha
sua compreensdo aumentada sobre a matematica, pois vai constatar, por meio da situacao
problema, que aquilo que generalizou fez parte de um problema, e que por extensédo pode

ser aplicado em outras situacdes de contexto semelhante.

O aprendizado, deste modo, pode ser visto como um movimento do concreto (um
problema do mundo real que serve como exemplo do conceito e da técnica
operatéria) para o abstrato (uma representacdo simbdlica de uma classe de
problemas e técnicas para operar com esses simbolos). (BICUDO et al., 1999, p.
207).
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Assim a resolugdo de problemas como metodologia de ensino € uma 6tima
oportunidade para se fazer matematica, com o objetivo de compreender 0s conceitos e
generalizacdes matematicas que estdo nos livros didaticos e que sao utilizadas, as vezes,
sem compreensao do seu processo de construgdo. Levar o aluno a compreender
construcdes algébricas € preencher lacunas que podem ser traduzidas por perguntas que

frequentemente nos sao feitas: “De onde saiu isso?” “Para que serve isso?”.

Acerca da histéria da algebra e de seu ensino

Certamente precisamos olhar para a histéria da construcdo do conhecimento
algébrico, sobretudo no que se refere ao estudo da resolucédo de equacdes, para constatar
como se desenvolveu o processo de resolucdo das mesmas, a fim de que este estudo
proporcione uma melhor compreensao dos conceitos e definicdes que ja temos hoje.

A histéria da matematica aponta que o grego Diofanto de Alexandria, que viveu por
volta do século 11l d.C. foi o primeiro matematico a representar um valor desconhecido em
um problema por um “termo”. Recorta-se esta observacédo de seu livro chamado Aritmética.
Este valor desconhecido recebeu o nome de Arithme, e em registros posteriores, 0s termos
foram substituidos por simbolos.

Uma das principais contribui¢cdes esta em ter introduzido uma forma de representar
o valor desconhecido em um problema, designando-o como arithme, de onde vem
0 nome aritmética. Ja no livro 1, ele introduz simbolos, que ele chama “designagdes
abreviadas”, para representar diversos tipos de numero. (ROQUE; CARVALHO,
2012, p.168)

Embora Diofanto tenha iniciado o processo de simbologia na solu¢cdo de uma
equacdo, ele nao foi difundido no meio matematico naquela época, os estudos nesse
sentido ficaram estagnados por aproximadamente seis séculos, e retomados somente a
partir do século IX, que teve o persa al-Khawarizmi como mateméatico mais influente,
vivendo entre 790 e 850. Abordaremos a matematica a partir dos trabalhos do persa al-
Khawarizmi e dos matematicos ligados a ele, ou seja, dos arabes que contribuiram para o
desenvolvimento da algebra que temos hoje, sobretudo no que se refere a resolugcéo das
equacdes de segundo grau.

Embora nesse periodo os problemas ndo fossem escritos e resolvidos com notagéo
simbdlica, ja existia uma representacdo que nos possibilita associar ao conceito de

incognita que temos hoje. Até entéo, escreviam o0s termos desconhecidos e as operacoes
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gue compunha o problema utilizando palavras.

Neste periodo, as resolucbes possuiam justificativas geométricas, mesmo que 0
problema néo tratasse de geometria, sendo reduzidos a representacdes geométricas. Com
esta condicdo, todos os valores dados no problema, coeficientes, raizes e nimeros dados,
eram positivos. Sobretudo para os numeros dados, esses valores sempre eram maiores
gue zero, mas os coeficientes poderiam ser zero.

As equacbOes que seguem, reproduzidas de Roque e Carvalho (2012, p. 199),

apresentam os seis problemas de equag¢des de segundo grau, juntamente com sua notacao

atual:
o quadrados iguais a raizes: ax? = bx;
o quadrados iguais a um niimero: ax? = c;
. raizes iguais a um numero: bx = c;
o quadrados e raizes igual a um nimero: ax? + b = c;
o quadrados e um numero iguais a raizes:ax? + ¢ = bx;
o raizes e um nimero iguais a quadrados: bx + ¢ = ax?.

A necessidade de seis versdes de problemas para as equacfes de segundo grau
decorre de que cada coeficiente assume apenas valores positivos.

Quando o problema saia de uma das estruturas, por exemplo, algum termo negativo
no problema, eles eram reduzidos a alguma dessas equacgodes, fazendo o que chamavam
de “restauracao” (al jabr) e “balanceamento” (al mugabala), a fim de que ficassem com uma
estrutura cuja solucéo fosse de seu dominio, a um modelo que pudesse ser justificada
usando a representacdo geométrica, da reta ou do quadrado.

Esta foi também uma estratégia dos gregos, pois quando precisavam resolver
problemas, reduziam esses problemas dificeis a problemas mais simples, cuja solucéo ja
era conhecida. Desta maneira os Gregos estavam desenvolvendo uma gama de ideias e
estruturas que permitiiam argumentos para uma prova por demonstracdo ou uma
generalizagao.

O indiano Bhaskara, viveu no século Xll, € conhecido no Brasil, por lhe terem
atribuido a (invencgéo) da férmula de Bhaskara. A histéria mostra que os indianos, embora
dominassem técnicas de resolucao e fizessem uso de alguns simbolismos, ndo dispunham,
na época de Bhaskara, de uma formula para resolver tais problemas, pois eles ainda eram

enunciados e resolvidos por meio de palavras. Ele também se valia de argumentos
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geomeétricos, adaptando os problemas a quadrados perfeitos, completando o quadrado com
a finalidade de reduzi-los a equagdes de primeiro grau. “O método de resolugao consiste
em reduzir o problema a uma equacao linear. Isto era feito por meio do método que
Bhaskara denominava de “eliminar o termo médio”, equivalente ao nosso método de
completar quadrados.” (ROQUE; CARVALHO, 2012, p.195)

Bhaskara de certa forma possuia uma espécie de algoritmo para resolver os
problemas, no entanto claramente podemos perceber que sdo acdes que demonstram a
intencionalidade de completar quadrados. Fazer com que a quantidade desconhecida tenha
uma raiz, a fim de que possa reduzir o problema a uma equagao de primeiro grau. “[é] por
unidades iguais a quatro vezes o numero de quadrados que é preciso multiplicar os dois
membros; e é a quantidade igual ao quadrado do numero primitivo de quantidades
desconhecidas simples que é preciso adicionar.” (ROQUE; CARVALHO, 2012, p.195).

Um problema representado pela equagdo como 2x2 + x = 15 seria resolvido da
seqguinte forma: 422x*+42.x+1=4215+1

16x2+8x+1 =121
(4x + 1)% = 112
4x +1=11

x=§

Neste exemplo os dois lados da igualdade tornaram-se quadrados, mas o lado das
quantidades conhecidas ndo é necessério que se torne um quadrado perfeito. Em
comparacao com o que proporemos, o completamento de quadrados acima exposto tem
carater puramente algébrico.

Com o que foi visto até aqui investigando os métodos resolutivos do persa al-
Khwarizmi e do indiano Bhéskara, podemos notar que eles ja dominavam a técnica de
resolver uma equacédo do 2° grau. A explanacdo dos casos estudados, embora néo
utilizando a linguagem algébrica atual para representar coeficientes, incégnitas e as
proprias operacbes (de soma, subtracdo e multiplicacdo), mostra um entendimento
suficientemente geral do problema de resolver equacdes do segundo grau. O processo

resolutivo era enunciado por palavras, porém ainda néo se tratava de uma formula.
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Abordagem de equacdes de segundo grau no ensino fundamental

Resolver equacdes de segundo grau é uma atividade que podemos abordar em
situacbes problemas a partir do sétimo e oitavo ano, ndo falando propriamente sobre
equacdes de segundo grau, mas quando abordamos contetdos envolvendo calculo da area
do quadrado.

No contexto de area do quadrado, no sétimo e oitavo ano, as situacdes problemas
geralmente envolvem numeros naturais, em que a area € um quadrado perfeito. Para a
obtencao da medida do lado do quadrado, basta determinar a raiz quadrada positiva de um
namero. Por outro lado, se for conhecida a medida do lado, a multiplicacdo do nimero que
a representa por ele mesmo resultara na area procurada.

Do ponto de vista algébrico, a determinacdo da medida do lado do quadrado se
traduz na reducdo de uma equacao de grau 2 para uma equacgao de primeiro grau, na
incognita que representa a medida do lado. Essa era a estratégia que Bhaskara utilizava
para resolver problemas enunciados por equacdes de segundo grau, sobretudo equacdes
gue apresentavam ambos os termos (de grau dois e de grau um na incognita), reduzindo a
equacao para um modelo onde a solug&o poderia ser encaminhada pela reducéo de grau.

Na situacao problema que sera sugerida aqui faremos uso dessa estratégia, partindo
do célculo da area do quadrado A = 2, onde A e [ sdo respectivamente as medidas da area
e do lado do quadrado, estabeleceremos a representacdo geomeétrica para dar suporte e
melhor compreensdo dos procedimentos operatérios e algébricos, uma vez que a
representacdo geomeétrica, favorece o entendimento e a relacdo entre as medidas
algébricas da equacdo em um contexto de aplicacao.

Em uma situacdo problema onde € perguntado a medida do lado de um quadrado
gue tém area A, o estudante aplicando a raiz dos dois lados da equacao, encontrara a
medida do lado do quadrado.

A=12=1=+4A
Vamos abordar a situacdo problema a seguir, que se desdobrard em uma equacgéo

de segundo grau, determinando suas raizes, utilizando a técnica de completar quadrados.

Uma sala comercial de formato retangular tem comprimento 6 metros maior que a
largura e area igual a 27 metros quadrados. Quais sao as dimensdes da sala comercial?

Geometricamente a situacdo problema fica representada pela figura 1.
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Figura 1. Representacdo geométrica da situacdo problema

X+ 6

Fonte: Os autores

Representando agora de forma algébrica, calculando a area do retangulo,
multiplicando as dimensdes da figura e estabelecendo a igualdade teremos a equacéo.

x.(x+6) =27

x? +6x =27
Fazendo agora a representacdo geométrica dessa Ultima equacdo, figura 2,
podemos notar que ela pode ser representada pela soma de duas figuras, um quadrado de

lado x e um retangulo de dimensdes x e 6 metros, que continua com a mesma area 27m2,

Figura 2. Decompondo o retdngulo em duas figuras
x 6

Fonte: Os autores

No entanto com essa equac¢ao ndo conseguimos utilizar os conceitos de area do quadrado
como ele estd, dessa forma precisamos adaptar a figura de modo que seja possivel
construir um quadrado. Fazendo a interpretacdo geométrica da equacdo x? + 6x = 27
temos do lado esquerdo um quadrado e um retangulo. A figura 3 retrata geometricamente

essa equacao.

Figura 3. Representacao geométrica da equagao
x 6

=27

Fonte: Os autores
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Para formar o quadrado € preciso, a partir do quadrado j& existente, incorporar
convenientemente a area do retangulo, a figura 4 ilustra essa passagem. Dividindo o
retangulo em dois retangulos iguais, com um lado igual a x e outro lado igual a 3, obtemos:

Figura 4. Composicdo geométrica com a intencdo de completar quadrado

x+3

x+3

Fonte: Os autores

A tarefa final do professor é levar os alunos a compreender que se deve adicionar
um quadrado de area 9, para completar a figura, de modo a efetivamente termos um
qguadrado de lado x + 3. Adicionando 9 aos dois membros da equacgéo, poderemos resolver
nosso problema utilizando novamente a formula para a area do quadrado. A figura 5 ilustra

o0 completar do quadrado.

Figura 5. Fazendo o completamento do quadrado

x+3

=27+9

Fonte: Os autores
Temos entdo efetivamente um quadrado de lados x + 3, que quando elevado ao
quadrado oferece-nos a expressao x? + 6x + 9, comparada com a expressido do problema
x% + 6x, notamos que foi acrescentado nove unidades a ela, correspondendo exatamente

ao quadrado de lado 3 encaixado na figura 5.

x? + 6x = 27
x2+6x+9=27+9
Note que a equacado esta balanceada, uma vez que foi adicionado a mesma éarea

dos dois lados da equacédo. Como x? + 6x + 9 representa a area do quadrado, podemos
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escrever essa expressdo na forma de poténcia (x + 3)? e resolvé-la utilizando o conceito

de area do quadrado.

(x+3)>=36
JGr+3)7 =36
x+3=6
x=3

Dessa forma as dimensdes da sala comercial s&o 3 metros por 9 metros. Esse
processo se repete para solucdo de outras equacdes de segundo grau.

Entendemos que essa técnica resolutiva de completar o quadrado proporciona uma
melhor compreensdo ao estudante, uma vez que até mesmo partindo de uma equacao
escrita sem contexto, podemos fazer associacdes de seus termos com figuras geométricas,
tornando o processo matematicamente mais abrangente, uma vez que relaciona aspectos
operatorios, algébricos, geométricos e pedagogicamente muito mais compreensivel.
Abordar o conteudo por esse ponto de vista pode favorecer a compreensdo matematica de
aspectos que, se abordados somente algebricamente, podem passar despercebidos. O
principal deles entendemos ser a relacdo com a geometria da técnica (algébrica) de
completar quadrado.

No oitavo ano é introduzido o assunto de polindmios, estimulando o pensamento, a
escrita e os calculos algébricos, quando sdo apresentados os produtos notaveis, sobretudo
0 quadrado da soma e da diferenca entre dois termos.

Notamos que a expressao algébrica resultante desse processo é de grau dois com
as mesmas caracteristicas de uma expressdo algébrica da forma ax? + bx + c. A conexdo
com as interpretacdes geométricas aqui expostas pode ser realizada.

Dessa forma, se temos uma equacdo do segundo grau, independente da sua
estrutura algébrica, se formarmos parte de um quadrado com 0s termos que contém a
incognita, poderemos resolver essas equacgles utilizando o argumento de completar
guadrado. No entanto, a restricdo ao uso da raiz quadrada positiva deve ser superada neste
momento, tornando o argumento de “completar quadrados” mais afeito a algebra.

Esse procedimento € o empregado para obter a generalizacdo da féormula resolutiva
de uma equacéo de segundo grau, a formula de Bhaskara, que é bastante difundida como
instrumento para determinar as raizes da equacao, e muitas vezes, como 0 Unico meio de

resolver tais equacgoes.
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Algebricamente o processo consiste em isolar a incégnita da equacao representada
pelo termo desconhecido, fazendo uso dos argumentos geométricos para sustentar e dar
suporte as passagens algébricas, exceto pela passagem que considera também a raiz
guadrada negativa. Esta deve ter uma justificativa separada.

Por fim, apresentamos a deducdo das solucdes de uma equacgido da forma ax? +
bx + ¢ = 0, onde a, b e ¢ s&o numeros reais com a diferente de zero.

Como o objetivo € determinar as raizes da equacéo, vamos realizar as operacoes
necessarias utilizando os meios ja apresentados na solucéo da situacéo problema da sala
comercial envolvendo medidas numéricas.

Vamos relacionar os termos ax? + bx com as figuras do quadrado e do retangulo,
sabendo que os coeficientes a, b e ¢ sdo nimeros reais.

As manipulacdes algébricas se iniciam da seguinte forma:

ax’?+bx+c=0

ax? 4+ bx = —c
bx —c
X2 4 —=—
a a

Depois de isolar os termos que contém a incognita e dividir a equacéo por a, a

=~ b “ ” 4 A
expressao x? + f representa a “soma” das areas de um quadrado e de um reténgulo, pode
A . ~ b . 7 ~
ser representada por um retangulo de dimensdes (x + Z) e x. Afigura 6 é a representacéo

Za ~ b .
geomeétrica da equacao supondo — € x maiores do que zero.

Figura 6. Decompondo o retangulo em duas figuras

b
x —
a

-+

Fonte: Os autores
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A . ~ b .
Decompondo o retédngulo de dimensdes (x + E) e x de modo a reconstrui-lo usando
a técnica de completar quadrado, partindo do quadrado existente, devemos dividir ao meio
A . ~ b . ~ . . . ~ b
o retangulo de dimensbes — e x para formar dois retangulos iguais de dimensdes Lexe

recompor a figura conforme a representacéo da figura 7.

Figura 7. Composicdo geométrica com a intencdo de completar quadrado

b
X —_—
2a

2a

Fonte: Os autores
Podemos notar que o poligono formado terd& a forma de um quadrado se

.. b . . . L.
adicionarmos a ele um quadrado de lado v Estamos imaginando que este valor é positivo,

. . ~ L b . L . . ~
para facilitar a ilustracdo geométrica, mas se 7 < 0, ainda é possivel fazer a ilustracdo

geométrica, com a parte azul se sobrepondo a parte marrom. Entretanto adicionando esse

guadrado ao poligono, precisamos adicionar a mesma area do lado direito da igualdade, de
~ . ~ . . b?
modo a mantermos a equacao balanceada, assim a equagao ganhara a adicédo de el dos

dois lados da igualdade. A figura 8 indica o balanceamento da equacéo.

Figura 8. Fazendo o completamento do quadrado

b
X i
2a

X b _c
4a2 a
L
2a
Fonte: Os autores
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Portanto agora temos um quadrado de lados medindo (x+%), cuja éarea fica

b? c , .. . .
expressa por — —-. Se esse valor é positivo, podemos extrair sua raiz quadrada, obtendo

em principio dois valores possiveis (um positivo e um negativo). Com isto os valores

possiveis da incognita x s&o:

2a 4a2 a
2 2
b b“—4ac
(x+5) =

2a 4q2

b b%2-4ac
x+—=4

2 4q2

Acreditamos gue essa proposta vai além do que apenas construir esse instrumento,
uma férmula que € aplicada para encontrar as raizes de uma equacédo de segundo grau,
ela é também a oportunidade de fundamentar e estabelecer relagbes entre operacdes
aritméticas, algébricas e geométricas com a finalidade de mostrar que a generalizacao é
uma necessidade da ciéncia de sistematizar situacdes problemas. Ademais, esta deducéo

é suficientemente compreensivel para o nivel basico de ensino.

Formulacdes de situacdes problemas

As situacdes problema que estdo neste artigo foram produzidas dentro do contexto
de compor ideias nossas com situacdes problema ja publicadas em revistas, provas e
concursos, havendo a necessidade de adaptacao, para que se pudesse abordar o tema ao
gual o presente artigo se refere.

Nosso proposito com essa secao é oferecer aos leitores situacdes problemas que
resultem em equacgdes de segundo grau, a fim de que possam ser exploradas por meio da
representacdo geométrica e resolvidas por meio da técnica de completar quadrados.

1) Considere B o ponto que divide AC de modo que AB<BC.
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Figura 9. Segmento de reta AC

A B c

Fonte: Os autores

Sabendo que as medidas dos segmentos AB, BC e AC formam uma progressao
geomeétrica, calcule a razdo dessa progressao.
A situacdo problema a seguir foi adaptada da questdo 5.14 do livro Matematica
Discreta, Morgado e Carvalho 2015 Pag. 97.
2) Uma loja de departamentos realiza uma promog¢&o e anuncia a venda de um
violao sob duas condi¢cdes de pagamentos:
a) a vista com 25% de desconto
b) em duas parcelas mensais, iguais e consecutivas sendo o primeiro
pagamento um més apds a compra.

Se o violdo custa R$ 800,00 determine a taxa de juros embutida na venda a prazo.

As situacdes problemas a seguir foram elaboradas pelos autores deste artigo.

3) A construcdo de quatro iméveis ocupara uma area total de 112 m2. Cada um
deles tera o formato retangular de modo que o lado maior tera trés metros a mais que o
lado menor. Sabendo que os quatro iméveis possuem a mesma area, calcule as dimensdes
de cada um.

4) Em um saldo de festas, as mesas para 0s eventos sdo montadas usando
mesas de formato quadrado, onde cada lado desta mesa acomoda exatamente uma
pessoa. Para 0s eventos, o0 proprietario encosta as mesas uma na outra de modo a formar
mesas retangulares, possibilitando que os convidados se acomodem ao redor das mesas
retangulares.

Figura 10. Possivel organizagcdo das mesas

Fonte: Os autores
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Ele sempre organizou o saldo de modo que o numero de mesas quadradas em cada
mesa retangular seja igual ao numero de mesas retangulares. Entretanto, na sua ultima
festa ele precisou colocar uma mesa quadrada a mais em cada uma das mesas
retangulares. Quantas mesas quadradas foram utilizadas nessa festa, se havia 240
convidados?

Formular situacdes problemas inéditas se mostrou uma tarefa complexa, envolvendo
muita pesquisa. Consequentemente produzimos algumas e adaptamos outras. Para
agqueles que nao praticam a pesquisa, elaborar uma situacdo problema pode ser uma
atividade ainda mais dificil do que a resolugdo de tais situacdes problemas quando

apresentadas pela primeira vez.

Concluséo

O presente artigo teve como meta alicercar, no contexto da equacao de segundo
grau, a atitude de generalizar, trazer o tema para ser explorado em sala de aula, inclusive
por meio de situacdes problemas.

A proposta foi uma oportunidade de conectar os aspectos algébricos que
fundamentalmente sao abordados durante a vida escolar, a algoritmos e férmulas, que sao
apresentados com a devida construcédo e participacdo dos estudantes, bem como de
explorar a técnica de completar quadrados como caminho para solucdo de equacdes
guadraticas.

O desenvolvimento desse trabalho aconteceu em meio a pandemia da Covid-19, o
gue trouxe dificuldades extras de aplicacdo com o ensino remoto emergencial.

Embora as condi¢cdes ndo tenham sido favoraveis, percebemos que € possivel para
os estudantes a partir do final do ensino fundamental, sobretudo voltando a sua rotina de
estudos, acompanhar e compreender o desenvolvimento da generalizagdo da formula
resolutiva de uma equacéao de segundo grau, tendo o suporte do seu professor.

Foi perceptivel a compreensdo dos alunos no que se refere a solucdo de uma
equacdo quadratica por meio da técnica de completar quadrados, sobretudo quando
representamos geometricamente a equacdo a ser resolvida, relacionando os termos

algébricos da equacéo com as figuras que os representam, quadrados e retangulos.
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A satisfacao dos estudantes em participar de uma acdo matematica que teve como
resultado uma férmula, que podera ser empregada para resolver outras situacbes de
mesma natureza, foi visivel. Intervencbes como essas contribuem para a melhor
compreensao da matematica, por aproximar a matemética escolar do método dedutivo.

Desse modo, as perspectivas que se delineiam é que outros temas matematicos do
ensino fundamental e médio possam ser desenvolvidos de maneira semelhante no

processo de ensino da matematica, potencializando a caracteristica da generalizacéo.
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